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Resumen 
Los sistemas dinámicos híbridos se caracterizan por la coexistencia de dinámicas 
continuas y discretas. Ahora es bien conocido que existen muchos sistemas dinámicos 
híbridos con discontinuidades tales como impacto, conmutación, fricción y 
deslizamiento. El modelado matemático de sistemas dinámicos híbridos es 
particularmente importante para la comprensión de la dinámica no lineal de los sistemas 
biológicos y médicos, ya que éstos tienen muchas discontinuidades tales como el 
umbral de disparo en las neuronas, diferentes estados durante el ciclo cardíaco y el 
proceso de división en células. En este artículo se utiliza el modelo del autómata híbrido 
para integrar los estados de sístole y diástole de la dinámica del ciclo cardíaco 
utilizando una entrada discreta de referencia y poder observar su comportamiento 
mediante una simulación de los estados. 
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1. Introducción
El término “sistema híbrido” es usado para definir una clase de sistemas con 
comportamientos definidos por entidades o procesos de distintas características. Estos 
sistemas contienen típicamente variables o señales que toman valores de manera 
continua y variables discretas que toman valores dentro de un conjunto finito de 
posibilidades. 
Existen muchas razones para usar modelos híbridos para representar el 
comportamiento dinámico de tales sistemas. Una razón importante es la reducción de 
complejidad del modelo en orden, por ejemplo, en lugar de tener que representar las 
relaciones dinámicas a partir de un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales de 
orden superior, se puede representar el mismo sistema por un conjunto de ecuaciones 
simples (por ejemplo ecuaciones lineales), obteniendo así modelos simples mediante 
una logística de conmutación entre dichos modelos, usualmente la teoría de grafos; 
esta es la teoría más común en el modelado físico de fenómenos. Los esfuerzos 
recientes en la investigación de sistemas híbridos típicamente se centran en el análisis 
del comportamiento dinámico de los mismos y tienen como meta el diseño de 
controladores con una estabilidad y funcionamiento garantizados [1]. 
Aunque se piense en el estudio de sistemas híbridos como un área individual de control 
relativamente nueva, muchos de los tipos de sistemas que caen dentro de esta 
categoría ya han sido estudiados con anterioridad, algunos campos de estudio 
importantes que son antecedentes a los sistemas híbridos como el control en modo 
deslizante, control digital y control de estructura variable [1]. 
La mayoría de los procesos se pueden considerar sistemas dinámicos ya que sus 
salidas dependen de entradas y salidas anteriores. En la mayoría de las industrias 
existen procesos que pueden ser del tipo continuo, tipo discreto y los que combinan 
ambos aspectos. Éstos últimos dan lugar a lo que se conoce como sistemas dinámicos 
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híbridos. Durante su operación, siempre será importante el poder realizar un análisis y 
evaluación del desempeño de los procesos actuales para verificar si éstos cumplen las 
especificaciones de acuerdo a lo planeado [2]. 
La biología de sistemas tiene como objetivo proporcionar una comprensión de los 
sistemas biológicos mediante el estudio de su estructura, dinámica y métodos de 
control. La naturaleza intrínseca multiescala de estos sistemas, tanto en el espacio 
como en los niveles de organización, y en el tiempo, los hace extremadamente difíciles 
de modelar de una manera uniforme, por ejemplo, por medio de ecuaciones 
diferenciales o procesos estocásticos discretos. Además, estos modelos a menudo no 
son fácilmente susceptibles de análisis formal y sus simulaciones a nivel de órganos o 
incluso de células con frecuencia son poco prácticas. En efecto, un problema 
importante es encontrar modelos computacionales apropiados que escalen bien tanto 
para la simulación y como para el análisis formal de los procesos biológicos. Técnicas 
de modelado híbrido, que combinan procesos discretos y continuos, están ganando 
más y más atención en la biología de sistemas, y se han aplicado con éxito para 
capturar el comportamiento de varios sistemas biológicos complejos, que van desde las 
redes genéticas, reacciones bioquímicas y los tejidos cardíacos [3]. 
El corazón humano es un sistema complejo y sin embargo robusto. Una de las señales 
más importantes que se relacionan con el funcionamiento del corazón humano es la 
señal de ECG. Es una señal variable en el tiempo que representa el potencial eléctrico 
generado por la actividad eléctrica en el tejido cardíaco. Un solo ciclo del ECG refleja la 
contracción y relajación del corazón, que conduce al corazón a la acción de bombeo; 
por lo que es importante contar con un modelo que permita emular el funcionamiento 
del corazón durante su operación (sístole y diástole), ya que la información 
característica extraída de la señal del ECG se puede utilizar para indicar el estado de 
salud cardiaca, así como un potencial problema cardíaco [4]. 
Se ha invertido mucho esfuerzo en el desarrollo de modelos matemáticos que describen 
el funcionamiento del corazón humano. Uno de los desarrollos cruciales fue realizado 
por [5], donde desarrolló un modelo matemático que capturó tres importantes 
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cualidades de las características cardíacas: (i) equilibrio estable, (ii) umbral de 
desencadenamiento de un potencial de acción; y (iii) retorno al equilibrio. Los modelos 
resultantes son una ecuación diferencial de segundo orden no lineal que representa el 
latido del corazón, y una ecuación diferencial de tercer orden no lineal para que pueda 
ser aplicado el impulso nervioso.  
En [6] los autores modificaron el sistema no lineal de segundo orden del latido cardiaco 
presentado en [5], mediante la adición de una variable de control de tipo de encendido-
apagado que representa el marcapasos para el cumplimiento del mecanismo de 
contracción-relajación del corazón. La ventaja de esta adición al modelo es que la 
entrada adicional se puede utilizar para incorporar la ley de control para propósitos de 
seguimiento o generación señales ECG de manera sintética, la cual uno de sus usos es 
para la evaluación de los dispositivos de diagnóstico ECG de procesamiento de 
señales. 
2. Desarrollo
Modelo del autómata híbrido 
Un autómata híbrido es un modelo formal para un sistema dinámico con componentes 
discretos y continuos (ver Fig. 1). Los nodos de la gráfica (llamados localidades) 
modelan los estados discretos del sistema y los arcos  las transiciones discretas. El 
estado continuo del sistema es modelado por puntos en Rr y en cada localidad la 
dinámica continua es representada por condiciones de flujo generalmente bajo la forma 
de ecuaciones diferenciales. Es obligatorio para cada arco que tenga una localidad 
como final. Consecuentemente, las localidades están conectadas por arcos. El número 
de localidades es finito y diferente de cero. El número de arcos también es finito y 
diferente de cero [7]. 
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Fig. 1. Modelo del autómata híbrido. 
Un autómata híbrido está definido completamente por ܪ = ሼܺ, ܵ, ݂݈ݑ݆݋, ܧ, ܨ, Σ, initሽ 
donde [7]: 
X (Variables): Representa un conjunto finito ordenado  rxxxX ...,, 21  de variables 
reales.  
S (Nodos): Es un conjunto finito de n localidades  nsssS ...,, 21  que representan los
estados discretos del sistema. 
flujo (Condiciones de flujo): Una función de flujo etiquetada como  flujo(si) que asigna 
una condición de flujo a cada localidad Ssi  . 
E (Transiciones): Conjunto finito E de saltos discretos llamados transiciones Ti y 
representados por arcos.  
F  (Condiciones de salto): Una función etiquetada como F(Ti), que asigna una condición 
de salto a cada transición TiE.  
init (Condición inicial): Una función etiquetada init(si)  asigna un estado inicial a cada 
localidad Ssi  . 
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Modelo del latido cardíaco 
Hay dos estados del corazón en un ciclo de un latido cardiaco: la diástole, que es el 
estado de relajación, y la sístole, que es el estado de contracción. El ciclo se inicia 
cuando el corazón está en el estado diastólico. El marcapasos que se encuentra en la 
parte superior de la aurícula derecha, una de las cámaras superiores del corazón, 
desencadena una onda electroquímica que se propaga lentamente a lo largo del atrio. 
Esta onda electroquímica hace que las fibras musculares se contraigan y empuja la 
sangre hacia los ventrículos - las cámaras inferiores del corazón. La misma onda 
electroquímica se propaga luego rápidamente en los ventrículos causando que todo el 
ventrículo se contraiga en el estado sistólico, y bombea la sangre a los pulmones y 
arterias. Inmediatamente después del estado sistólico, las fibras del músculo se relajan 
rápidamente y devuelven el corazón al estado diastólico para completar un ciclo del 
latido cardiaco [4]. 
Un modelo matemático que describe el comportamiento del latido cardiaco fue 
desarrollado en [5], donde se sugirió que este modelo debe contener tres elementos 
básicos: (i) debe exhibir un estado de equilibrio correspondiente a la diástole, o estado 
de relajación del corazón; (ii) debe contener un umbral para la activación de la onda 
electroquímica, haciendo que el corazón se contraiga y entre a la sístole o estado 
totalmente contraído; y (iii) debe reflejar la propiedad de un ciclo límite que incluye el 
rápido retorno al estado de equilibrio inicial (estado diastólico). 
El modelo no lineal de segundo orden resultante está dado en (1) [4]. 
ߝݔሶଵ = −(ݔଵଷ(t) + ܶݔଵ(t) + ݔଶ(ݐ)),    ܶ > 0  (1) 
ݔଶሶ = ݔଵ(t) − ݔௗ 
donde x1(t) representa la longitud de la fibra muscular, x2(t) es una variable relacionada 
con la actividad electroquímica,  ε es un parámetro pequeño constante asociado con la 
escala de tiempo, xd es una cantidad escalar que representa una longitud típica de fibra 
muscular en el estado diastólico, y T representa la tensión en la fibra muscular.   
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Se analiza la estabilidad del punto de equilibrio mediante el teorema de estabilidad 
indirecta de Lyapunov [8], para ello se obtiene la matriz Jacobiana constante A  de (1) 
en el origen, como sigue: 
࡭ = డࢌ(௫)డ௫ ቚ௫ୀ଴ = ቈ−
ଵ
ఌ (3ݔଵଶ(t) − ܶ) − ଵఌ1 0 ቉௫ୀ଴ = ቈ
− ்ఌ − ଵఌ1 0 ቉  (2) 
donde ࢌ(ݔ) = ቂ− ଵఌ ൫ݔଵଷ(t) − ܶݔଵ(t) + ݔଶ(ݐ)൯  ݔଵ(t) − ݔௗቃ
்
Para T=1 y ε=0.2 los eigenvalores de A, se observan que son reales y positivos lo que 
indica inestabilidad en el origen.  
Considerando los eigenvalores de la matriz A en (2), como: 
ߣଵ,ଶ = ଵଶఌ ቀ−(3ݔଵଶ(t) − ܶ) ± ඥ(3ݔଵଶ(t) − ܶ)ଶ − 4ߝቁ  (3) 
utilizando (3) se establece la condición para que la parte real de los eigenvalores sea 
negativa como 3ݔଵଶ(t) − ܶ > 0.  Por lo tanto, el sistema será estable si  ݔଵ(t) ≥ ඥܶ/3 y 
 ݔଵ(t) ≤ −ඥܶ/3. En otras palabras, los umbrales para el cambio entre los estados 
diastólico y sistólico son  ݔଵ(t) = ඥܶ/3  y  ݔଵ(t) = −ඥܶ/3 respectivamente. Ya que el 
punto de equilibro es estable, el sistema permanecerá en ese punto a menos que haya 
una excitación externa que obligue al sistema a un nuevo punto de equilibrio. 
En [6], los autores sugieren una modificación al sistema adicionando un señal de control 
u(t) como sigue: 
ߝݔሶଵ = −(ݔଵଷ(t) + ܶݔଵ(t) + ݔଶ(ݐ))  (4) 
ݔሶଶ = (ݔଵ(t) − ݔௗ) + (ݔௗ − ݔ௦)ݑ(ݐ) 
donde en (4) el parámetro xs adicional representa una longitud típica de fibra cuando el 
corazón está en el estado sistólico, y u(t) representa el mecanismo de control del 
marcapasos cardíaco que dirige al corazón a los estados sistólico y diastólico. 
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Proponiendo la señal de control del marcapasos cardiaco en la forma de 0 y 1 (control 
encendido-apagado), el punto de equilibrio del sistema se puede cambiar entre los 
estados diastólico y sistólico. 
El modelo no lineal de tercer orden del latido cardiaco está dado por [4]: 
ϵݔሶଵ = (xଵଷ(t) + xଵ(ݐ)xଶ(t) + xଷ(ݐ))  (5) 
xଶሶ = −2xଵ(ݐ)−2xଶ(ݐ) 
xଷሶ = −xଶ(t) − 1 + u(t) 
donde x1(t) se refiere a la longitud de la fibra del musculo, x2(t) representa la tensión en 
la fibra del músculo, x3(t) está relacionado con la actividades electroquímicas, ε es una 
constante positiva, y u(t) representa la señal de control del marcapasos cardíaco, la cual 
dirige al corazón al estado diastólico y sistólico. 
La dinámica del sistema en (5) es de tercer orden y es similar al del sistema de segundo 
orden, excepto que la dinámica de la tensión de la fibra muscular se toma en cuenta, es 
decir, la constante T en el sistema de segundo orden se convierte en una variable de 
estado x2(t) en el sistema de tercer orden. 
3. Resultados
Considere el modelo autómata híbrido del sistema del latido cardiaco de la Fig. 2 
definido como: 
ܪ = ൛ܺ, ܵ, ݂݈ݑ݆݋, ܧ, ܨ,  , initൟ  (6) 
donde: 
ܺ = ሼݔଵ, ݔଶሽ 
ܵ = ሼݏଵ, ݏଶሽ 
ܧ = ሼ ଵܶ, ଶܶሽ 
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ܨ = ሼܨ( ଵܶ), ܨ( ଶܶ)ሽ 
Σ = ሼݑሽ 
݅݊݅ݐ = ሼݔଵ = 0, ݔଶ = 0, ݔௗ = 0.7, ݑ = 0ሽ 
Fig. 2. Automata hribrido del latido cardiaco, en el cual el estado S1 representa la sistole 
y S2 la diástole. 
Como se observa en la Fig. 2, el nodo S1 representa el estado de sístole y el nodo S2 el 
estado de diástole utilizando el modelo en (6). Las condiciones iniciales indican que la 
actividad comienza en el estado de sístole. La condición para que se active la transición 
T1 se obtiene a partir del punto de equilibrio de las ecuaciones de flujo del nodo S1, es 
decir  ݔଵ(t) = ඥܶ/3. La transición T2 se dispara mediante la condición   ݔଵ(t) = −ඥܶ/3. 
Cuando la transición T1 se dispara, la señal u(t) que dirige al corazón al estado 
diastólico toma el valor de 1; en ese momento se entra al nodo S2. Cuando la dinámica 
alcanza el valor de la condición de disparo T2 se regresa al nodo S1 (estado sistólico). 
En la Fig. 3 se puede observar la gráfica del comportamiento del latido cardiaco 
proveniente del modelo de segundo orden, en la cual la curva que inicia de primero 
representa el comportamiento del estado sistólico que corresponde a la contracción 
miocárdica, durante la cual el corazón expulsa la sangre que hay en su interior y la cual 
depende de la dinámica del estado S1; la segunda curva  representa el comportamiento 
del estado diastólico que corresponde a la relajación cardiaca, durante el cual el 
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corazón se llena de sangre y cuya dinámica depende del estado S2. Para la simulación 
se propusieron los valores de la tensión, ya que la fuerza de contracción va a depender 
de la longitud inicial de la fibra muscular cardiaca, como indicador de que la contracción 
está presente se fijó T=1 y ε = 0.2. 
Fig. 3. Comportamiento de los estados del ciclo cardiaco (S1-S2). 
4. Discusión
Es importante asegurar que las transiciones que se efectúan entre los estados del ciclo 
cardíaco puedan alcanzarse; por lo anterior se tiene que asegurar que la evolución no 
lineal de cada estado tienda a un ciclo límite estable, para lo cual se grafican los 
diagrama de fase de cada estado. Un ciclo limite es una trayectoria cerrada, es decir, no 
existen otras trayectorias cerradas en la vecindad de ésta y por lo tanto las trayectorias 
vecinas a ésta se mueven en espiral acercándose o alejándose del ciclo limite; cuando 
las trayectorias del sistema tienden a formar una órbita cerrada se dice que existe 
un ciclo límite estable. En la Fig. 4 y Fig. 5 todas las trayectorias terminan en el ciclo 
límite en torno al punto de equilibrio, tanto para la sístole como para la diástole, lo que 
revela la estabilidad de la evolución de los estados en el modelo del autómata híbrido y 
que cumple con el requisito de retorno entre estados del modelo del ciclo cardíaco. 
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Fig. 4. Ciclo límite del estado sístole de la dinámica del nodo S1. 
Fig. 5. Ciclo límite del estado de diástole de la dinámica del nodo S2. 
Para el caso del autómata híbrido que utiliza el modelo de tercer orden del latido 
cardiaco, los resultados son similares al de segundo orden. 
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5. Conclusiones
Los sistemas biológicos como el que describe el comportamiento del latido cardiaco son 
sistemas no lineales que presentan discontinuidades asociadas con su funcionamiento. 
Por lo tanto, es importante contar con un modelo que pueda representar la interacción 
de las dinámicas tanto discretas como continuas. Los modelos y simulaciones 
matemáticas, junto con los estudios experimentales y clínicos adecuados, son 
instrumentos necesarios y complementarios para el diagnóstico y prevención de 
enfermedades cardiovasculares. 
Las arritmias cardíacas constituyen un problema relevante por su incidencia y 
trascendencia clínica [8]. Se requiere la aplicación de importantes esfuerzos para 
conseguir su control eficaz mediante el perfeccionamiento de las técnicas diagnósticas, 
de los procedimientos terapéuticos y, lo que es más importante, mediante una 
prevención efectiva que impida o dificulte su desencadenamiento. 
En este artículo se utilizó el modelo del autómata híbrido para la representación del 
funcionamiento del latido cardiaco. Se pudo observar que dicho modelo permite la 
integración de las entidades continuas y discretas. Los modelos de ritmo cardiaco 
resultantes son sistemas de fase mínima adecuados para el diseño de leyes de control 
de seguimiento; como trabajo a futuro estas leyes de control de seguimiento se pueden 
utilizar para generar señales ECG sintéticas que apoyarían la validación de manera 
satisfactoria de los datos EGC provenientes de dispositivos de procesamiento de 
señales cardiacos como los marcapasos. 
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